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Abstrak 
Diberikan ruang Riesz E dan unit urutan u pada E. Barisan  xn  pada E 
dikatakan konvergen urutan ke x, ditulis xn  
   ℴ  
   x, jika ada barisan turun  yn ⊂ E 
sehingga yn ↓ 0 untuk n ⟶ ∞ dan   xn − x ≤ yn  untuk setiap n ∈ ℕ . Selanjutnya 
diberikan Banach lattice L, koleksi semua barisan bernilai L dinyatakan dengan SL . 
Pada paper ini, untuk sebarang fungsi-� teritlak dari L  ke E, yang memenuhi 
kondisi-∆2 diperkenalkan ruang barisan bernilai Banach latiice  
     ℓϕ
L =  x =  xk ∈ SL ∶ ∃f ∈ E, ρN x  
  ℴ  
   f    dengan  ρN x =  ϕ xk 
N
k=1 . 
Akan diperlihatkan bahwa ℓϕ
L  ruang BK terhadap norma 
 x = inf  ε > 0 ∶  𝜌  
x
ε
 = supN≥1  ρN  
x
ε
  ≤ u  
Selanjutnya dengan menggunakan barisan λ, diperkenalkan ruang barisan 
ℓϕ
L  λ =  x =  xk ∈ SL ∶   Λn x  ∈ ℓϕ
L   dengan  Λn x =
1
λn
  λk − λk−1 
n
k=1 xk   
Akan diperlihatkan beberapa sifat topologinya, ruang ℓϕ
L  λ  dan ℓϕ
L  isometri 
isomorfik dan beberapa relasi inklusi yang melibatkan ruang barisan ℓϕ
L  λ . 
 
Kata kunci : Ruang Riesz, unit urutan, Banach lattice, fungsi-� teritlak, kondisi-
∆2, ruang BK, norma, barisan λ , isometri isomorfik. 
 
PENDAHULUAN 
 
Notasi 𝑆ℝ berarti koleksi semua barisan bernilai real. Sebarang subruang vektor di 𝑆ℝ  
disebut ruang barisan.  
Diberikan ruang barisan X, Y dan matriks infinit 𝐴 =  𝑎𝑛𝑘  , dengan 𝑎𝑛𝑘  bilangan 
real untuk setiap 𝑛,𝑘 ∈ ℕ. Matriks infinit A dikatakan memetakan X  ke Y  jika untuk 
setiap  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑋, barisan 𝐴𝑥 =  𝐴𝑛 𝑥   ada dan menjadi anggota  Y, dengan  
                                  𝐴𝑛 𝑥 =  𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘
∞
𝑘=1    (𝑛 ∈  ℕ)                                    ⋯ 1        
Koleksi semua matriks infinit yang memetakan X ke Y dinotasikan dengan (X : Y). 
Jadi 𝐴 ∈  𝑋 ∶ 𝑌  jika dan hanya jika sisi kanan dari deret (1) konvergen untuk setiap 
𝑛 ∈ ℕ dan untuk setiap 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑋, dan juga 𝐴𝑥 ∈ 𝑌 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 
Untuk sebarang ruang barisan X dan matriks infinit A dapat dibentuk ruang 
barisan baru yang disebut domain matriks, dinotasikan dengan 𝑋𝐴 dan didefinisikan 
sebagai berikut  
𝑋𝐴 =  𝑥 ∈ 𝑆ℝ ∶  𝐴𝑥 =  𝐴𝑛 𝑥  ∈ 𝑋  
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Dari domain matriks 𝑋𝐴, untuk 𝑋 ∈  ℓ∞ , 𝑐0, 𝑐  dapat diperlihatkan inklusi 
𝑋𝐴 ⊂ 𝑋  dan dan 𝑋 ⊂ 𝑋∆ berlaku, dengan A dan  ∆ merupakan matriks operator.  
Mursaleen dan Noman [8 dan 9] mendefinisikan domain matriks dari matriks 
infinite Λ =  𝜆𝑛𝑘   atas ruang barisan bernorma 𝑋 ∈  ℓ∞ , 𝑐0, 𝑐,  ℓ𝑝  untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞.  
Mereka membahas beberapa sifat topologinya dan relasi inklusi 𝑋Λ ⊂ 𝑋.  
 Fungsi 𝜑 : [0, ∞) ⟶  [0, ∞) dengan sifat  𝜑 kontinu, naik, 𝜑 (0) = 0, 𝜑 (x) > 0 
untuk  x > 0 dan 𝜑 (x) ⟶ ∞ untuk x ⟶ ∞ disebut fungsi Orlicz. Dengan menggunakan 
fungsi Orlicz  𝜑, Lindenstrauss dan Tzafriri [6] memperkenalkan ruang barisan  
ℓ𝜑 =  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑆ℝ ∶  𝜑  
 𝑥𝑘  
𝜌
 ,𝜌 > 0
∞
𝑘=1
  
yang merupakan ruang Banach terhadap norma  
 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓  𝜌 > 0 ∶  𝜑 
 𝑥𝑘  
𝜌
 ≤ 1
∞
𝑘=1
  
dan ruang ini disebut ruang barisan Orlicz. Mereka memperlihatkan bahwa setiap 
ruang barisan ℓ𝜑  memuat subruang barisan yang isomorfik dengan ℓ𝑝  (1 ≤ 𝑝 < ∞). 
Ruang  barisan Orlicz merupakan kasus khusus dari ruang Orlicz dibahas cukup 
lengkap pada [12]. 
Dengan fungsi Orlicz 𝜑, Tripathy and Mahanta [16] mendefinisikan dan 
mempelajari ruang barisan berikut  
𝑚 𝜑,∆,𝜙 =  𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑆ℝ ∶  𝑠𝑢𝑝𝑠≥1,𝜎∈𝑃𝑠
1
𝜙𝑠
 𝜑 
 ∆𝑥𝑖 
𝜌
 
𝑖∈𝜎
< ∞, for some  𝜌 > 0  
Dalam hal ini 𝑃𝑠 merupakan himpunan dari semua subhimpunan  ℕ, yang memuat tidak 
lebih dari s. 𝜙 =  𝜙𝑛 , merupakan barisan naik dari bilangan real positif  sehingga 
𝑛𝜙𝑛+1 ≤  𝑛 + 1 𝜙𝑛  dan 𝜙𝑠 → ∞, untuk  𝑠 → ∞.  
 Selanjutnya, dengan menggunakan fungsi Orlicz 𝜑 dan matriks infinit A beberapa 
peneliti telah mendefinisikan dan membahas ruang barisan berparanorma yang 
mempunyai sifat lebih umum dari padan ruang barisan bernorma. Sebagai contoh Altun 
and Bilgin [17] telah mendefinisikan ruang barisan 𝑚 𝜑,𝐴,𝜙,𝑝 . Braha [10]  
mendefinisikan dan mempelajari ruang barisan 𝑚 𝜑,𝜙, 𝑞,Λ , untuk matriks infinit 
Λ =  𝜆𝑛𝑘  . Karakaya and Polat [4] mempelajari beberapa sifat dan relasi inklusi dari 
domain matriks atas ruang  berparanorma 𝑋 𝜆,𝑝  untuk  X  ∈  ℓ∞ , 𝑐0, 𝑐 . 
 Selanjutnya fungsi 𝜙 ∶  ℝ ⟶ ℝ+ dengan sifat 𝜙 ∙  kontinu, 𝜙 ∙ ↑, 𝜙 𝑢 =
𝜙 −𝑢  dan 𝜙 𝑢 = 0 jika dan hanya jika u = 0 disebut fungsi-𝝓 (phy-variant). Dengan 
menggunakan fungsi-𝜙, Rao [13] mempeperkenalkan ruang barisan fungsi. 
 Masalahnya semua ruang barisan yang dibicarakan para peneliti masih bernilai 
real. Sementara perkembangan ilmu pengetahuan tidak sekedar sistem real (kompleks). 
Salah satunya kearah struktur Riesz. Hal ini banyak digunakan dalam mekanika 
quantum. 
 Pada tulisan ini, penulis memperkenalkan ruang barisan bernilai Riesz atau 
khususnya bernilai Banach lattice dan dengan menggunakan fungsi-𝝓 teritlak yang 
didefinisikan dari Banach lattice ke ruang Riesz. Selanjutnya akan diperlihatkan 
beberapa sifat topologinya, isometri isomorfiknya dan relasi inklusinya. 
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1. Formulasi Dasar 
Diberikan Banach lattice L. Koleksi semua barisan bernilai L dinotasikan dengan 𝑆𝐿. 
Dengan kata lain 𝑆𝐿 =  𝑥 =  𝑥𝑘 ∶ 𝑥𝑘 ∈ 𝐿,∀ 𝑘 ∈ ℕ  . 
Subruang vektor  𝑋 ⊂ 𝑆𝐿 disebut ruang L-barisan. Ruang L-barisan bernorma X 
disebut ruang Banach apabila X  bersifat lengkap; yaitu setiap barisan Cauchy di 
dalamnya konvergen. Ruang Banach X disebut ruang BK jika fungsi koordinat           
𝑝𝑘 ∶ 𝑋 ⟶  𝐿, kontinu  ∀ 𝑘 ∈ ℕ. Barisan 𝑥 ∈ 𝑆𝐿 disebut barisan berhingga jika ada 
𝑁 ∈ ℕ sehingga 𝑥 =  𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁 , 0, 0, ⋯  . Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑆𝐿 dan  𝑁 ∈ ℕ 
didefinisikan 𝑥
𝑁
=  𝑥𝑘
𝑁  dengan 
𝑥𝑘
𝑁 =  
𝑥𝑘         ,𝑘 ≤ 𝑁
0       ,𝑘 > 𝑁
  
Ruang Banach X dikatakan bersifat AK jika X memuat semua barisan berhingga 
dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 berlaku  𝑥
𝑁
− 𝑥 
𝑋
⟶ 0 untuk 𝑁 ⟶ ∞. 
Selanjutnya diberikan barisan  𝜆 =  𝜆𝑘 , yaitu suatu  barisan real positif naik kuat 
dan konvergen ke ∞. Dengan kata lain 0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯  dan 𝜆𝑘 → ∞  untuk k → ∞. 
Didefinisikan matriks infinit Λ =  𝜆𝑛𝑘   dengan 
𝜆𝑛𝑘 =
 
 
 
𝜆𝑘 − 𝜆𝑘−1
𝜆𝑛
              (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)
0                      (𝑘 > 𝑛)
             
Diberikan ruang Riesz E .Untuk dua elemen sebarang  𝑓,𝑔 ∈ 𝐸 ditulis  
𝑠𝑢𝑝 𝑓,𝑔 = 𝑓 ∨ 𝑔 dan  𝑖𝑛𝑓 𝑓,𝑔 = 𝑓 ∧ 𝑔,  didefinisikan  
𝑓+ = 𝑓 ∨ 0,  𝑓− =  −𝑓 ∨ 0,   𝑓 = 𝑓 ∨  −𝑓 . 
 
Teorema 1 : Diberikan ruang Riesz E dan 𝑓,𝑔,𝑕 ∈ 𝐸. Maka 
(i) 𝑓 + 𝑔 = 𝑓 ∨ 𝑔 + 𝑓 ∧ 𝑔  
(ii)  𝑓 ∨ 𝑔 + 𝑕 =  𝑓 + 𝑕 ∨  𝑔 + 𝑕   
(iii) 𝑓 ∨  𝑔 =   𝑓 + 𝑔 +  𝑓 − 𝑔  ∕ 2 
(iv) 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 ≤ 𝑓 ∨ 𝑔 untuk 𝛼,𝛽 ∈ ℝ dengan 𝛼 + 𝛽 = 1. 
 
 Elemen u pada ruang Riesz E disebut unit urutan (unit), jika untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐸 
terdapat bilangan real 𝛼 > 0 sehingga berlaku  𝑓 ≤ 𝛼𝑢. 
Barisan  𝑓𝑛  pada E dikatakan naik, dinotasikan dengan 𝑓𝑛 ↑, jika 𝑓1 ≤ 𝑓2 ≤ ⋯, 
Jika 𝑓𝑛 ↑ dan 𝑓 = sup  {𝑓𝑛  } ada di dalam E, ditulis 𝑓𝑛 ↑ 𝑓. Barisan  𝑔𝑛 ⊂  E dikatakan 
turun, dinotasikan dengan 𝑔𝑛 ↓, jika 𝑔1 ≥ 𝑔 ≥ ⋯ . Jika 𝑔𝑛 ↓ dan 𝑔 = inf  {𝑔𝑛  } ada di 
dalam E, ditulis 𝑔𝑛 ↓ 𝑔.  
Barisan  𝑓𝑛  pada ruang Riesz E dikatakan  konvergen urutan ke f , jika terdapat 
barisan turun   𝑦𝑛 ⊂ E  dengan 𝑦𝑛 ↓ 0 dan terdapat  bilangan asli 𝑛0 sehingga berlaku  
 𝑓𝑛 − 𝑓 ≤ 𝑦𝑛   untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 
Hal ini ditulis 𝑓𝑘  
    ℴ    
     𝑓. 
Beberapa sifat konvergen urutan  diberikan pada teorema berikut 
Teorema 2 : (i)  Jika  𝑓𝑘 ↑ 𝑓   dan bilangan real  α > 0, maka  𝛼𝑓𝑘 ↑ 𝛼𝑓    
 (ii) Jika  𝑓𝑘 ↑ 𝑓  maka 𝑓𝑘  
   ℴ  
   𝑓. 
(iii) Jika  𝑓𝑘 ↑    dan   𝑓𝑘  
   ℴ  
   𝑓   maka 𝑓𝑘 ↑ 𝑓. 
(iv) Jika  𝑓𝑘  
   ℴ  
   𝑓 ,  𝑔𝑘  
   ℴ  
   𝑔  dan 𝛼,𝛽 ∈  ℝ  maka   𝛼𝑓𝑘 +  𝛽𝑔𝑘  
   ℴ  
   𝛼𝑓 +  𝛽𝑔  
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(v) Jika  𝑓𝑘 ≤ 𝑔𝑘   𝑑𝑎𝑛 𝑔𝑘  
   ℴ  
   𝑔  maka  𝑓𝑘  
   ℴ  
  𝑔 . 
 Pada sistem bilangan real, pengertian konvergen dan konvergen urutan ekivalen. 
Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut. 
Teorema 3 :  Barisan   𝑡𝑛 ⊂ ℝ  konvergen urutan jika dan hanya jika  𝑡𝑛   konvergen. 
 
PEMBAHASAN  
 
1. Ruang Barisan Banach Lattice 𝓵𝝓
𝑳  
Diberikan Banach lattice L dan ruang Riesz E dengan unit urutan u. Fungsi 𝜙 ∶ 𝐿 ⟶ 𝐸  
dikatakan fungsi-𝝓 teritlak, jika memenuhi sifat berikut:  𝜙 𝑡 = 0 ⟺  𝑡 = 0,       
𝜙 𝑡 = 𝜙 −𝑡 ,    𝜙 ∙ ↑ dan   𝜙 ∙   kontinu.  
  Fungsi-𝜙 teritlak, 𝜙, dikatakan memenuhi kondisi-∆𝟐 jika ada bilangan real 
 𝑀 > 0   sehingga berlaku  𝜙 2𝑡 ≤ 𝑀𝜙 𝑡  untuk setiap  𝑡 ∈ 𝐿+. 
Contoh 4. Fungsi 𝜙 ∶ ℝ𝑛 ⟶ ℝ dengan aturan 𝜙 𝑥 =  𝑥 . merupakan fungsi- 𝜙 
teritlak yang memenuhi kondisi-∆𝟐  
Contoh 5. Fungsi 𝜙 ∶ ℝ ⟶ ℝ dengan aturan 𝜙 𝑢 = 𝑒 𝑢 −  𝑢 − 1  merupakan 
fungsi- 𝜙 teritlak yang tidak memenuhi kondisi-∆𝟐. 
 Untuk sebarang 𝑁 ∈ ℕ dan fungsi- 𝜙 teritlak , 𝜙, yang memenuhi kondisi-∆𝟐 
dan bersifat konveks didefinisikan fungsi 
𝜌𝑁 ∶  𝑆𝐿 ⟶ 𝐸 dengan aturan   𝑥 ⟼ 𝝆𝑵 𝒙 =  𝝓 𝒙𝒌 
𝑵
𝒌=𝟏 . 
Selanjutnya dibentuk himpunan  
𝓵𝝓
𝑳 =  𝒙 ∈ 𝑺𝑳 ∶  ∃𝒇 ∈ 𝑬  𝝆𝑵 𝒙 
    𝓸   
   𝒇  
Relasi urutan ≤ pada 𝓵𝝓
𝑳   didefinisikan dengan urutan koordinat biasa, yaitu  𝑥 ≤ 𝑦 jika 
dan hanya jika 𝑥𝑘 ≤ 𝑦𝑘  untuk setiap k ∈ ℕ. 
Sifat dasar dari himpunan 𝓵𝝓
𝑳  diberikan di bawah ini.  
Teorema 6 : (i) Himpunan 𝓵𝝓
𝑳  bersifat konveks  
(ii) 𝓵𝝓
𝑳  merupakan ruang Riesz. 
Bukti :  (ii) Diambil sebarang 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Keadaan trivial untuk 𝛼 = 0. Apabila 
𝛼 ≠ 0 maka ada 𝑛0 ∈ ℕ sehingga  𝛼 ≤ 2
𝑛0 . Selanjutnya karena  fungsi- 𝜙 teritlak, 𝜙, 
memenuhi kondisi-∆𝟐, genap dan naik maka 𝜙 𝛼𝑥𝑘 ≤ 𝑀
𝑛0 𝜙 𝑥𝑘 . Akibatnya untuk 
setiap 𝑁 ∈ ℕ berlaku 𝜌𝑁 𝛼𝑥 ≤ 𝑀
𝑛0 𝜌𝑁 𝑥 . Karena 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  maka ada 𝑓 ∈ 𝐸 sehingga 
berlaku 𝑀𝑛0 𝜌𝑁 𝑥 
    ℴ   
   𝑓 . Akibatnya 𝜌𝑁 𝛼𝑥 
    ℴ   
   𝑓. Ini berarti 𝛼𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Karena 𝜌𝑁  
bersifat genap, maka  𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . 
Selanjutnya diambil sebarang 𝑥,𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 , maka  𝑥 ,  𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Akan ditunjukkan 
untuk sebarang 𝛼,𝛽 ∈ ℝ berlaku 𝛼𝑥  + 𝛽𝑦  ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Keadaan trivial untuk 𝛼 =  𝛽 = 0. 
Jika tidak demikian artinya salah satu tau keduanya tidak nol, dibentuk 
𝑧 =
 𝛼 
 𝛼 +  𝛽 
 𝑥 +
 𝛼 
 𝛼 +  𝛽 
 𝑦  
Karena ℓ𝜙
𝐿  bersifat konveks maka 𝑧 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Selanjutnya dari proses bukti diperoleh 
  𝛼 +  𝛽  𝑧 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Hal ini berakibat  𝛼  𝑥 +  𝛽  𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 .  Karena 𝜌𝑁  bersifat genap, 
maka 𝜌𝑁 𝛼𝑥  + 𝛽𝑦 = 𝜌𝑁  𝛼  𝑥 +  𝛽  𝑦  = 𝜌𝑁   𝛼 +  𝛽  𝑧 
    ℴ   
   𝑔 untuk suatu  
𝑔 ∈ 𝐸 dan N  → ∞. 
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 Jadi 𝛼𝑥  + 𝛽𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿  .                                                                                                ⋯ (1) 
Selanjutnya karena ℓ𝜙
𝐿  linear, maka untuk setiap 𝑥,𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿  berakibat 𝑥 + 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿  
dan 𝑥 − 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Diperoleh 
𝜌𝑁 𝑥 ⋁ 𝑦 ≤
1
2
𝜌𝑁 𝑥 +  𝑦 +
1
2
𝜌𝑁 𝑥 −  𝑦 
    ℴ   
   𝑓 untuk suatu  𝑓 ∈ 𝐸. 
Ini artinya 𝑥 ⋁ 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 .  Dengan cara yang sama dapat diperlihatkan bahwa  𝑥 ⋀ 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . 
Dengan kata lain diperoleh 𝑥 ⋁ 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan 𝑥 ⋀ 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿                                            ⋯ (2) 
Dari hasil (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa ℓ𝜙
𝐿   merupakan ruang Riesz. ♦ 
 Untuk unit u pada ruang riesz E dan 𝜌𝑁 𝑥  ↑ di E didefinisikan fungsi 𝜌 dan  ∙  
pada ℓ𝜙
𝐿  sebagai berikut : 
 𝜌 ∶  ℓ𝜙
𝐿 ⟶ 𝐸  dengan aturan 𝜌 𝑥 = 𝑆𝑢𝑝𝑁≥1 𝜌𝑁 𝑥    dan  ∙ ∶  ℓ𝜙
𝐿 ⟶ ℝ dengan 
aturan  
                                               𝑥 = 𝑖𝑛𝑓   𝜀 > 0 ∶  𝜌  
𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢                                 ⋯   3  
Teorema 7 : Fungsi  ∙  merupakan norma pada ℓ𝜙
𝐿 . 
 Hubungan antara fungsi 𝜌 dan  ∙  diberikan pada lemma dibawah ini 
Lemma 8 : Jika diberikan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 , maka untuk setiap bilangan β > 0 terdapat α > 0 
sehingga apabila  𝑥 ≤ 𝛼 berakibat ada 𝑣 ∈ 𝐸 sehingga 𝜌 𝑥 ≤ 𝑣. 
Lemma 9 : Diberikan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 , maka untuk setiap bilangan α, γ > 0 terdapat 𝑣 ∈ 𝐸 
sehingga apabila  𝜌 𝑥 ≤ 𝑣 berakibat  𝑥 ≤ 𝛼. 
Teorema  10 : ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang Banach lattice. 
Bukti : Dengan menggunakan teorema 6 (ii) dapat diperlihatkan bahwa ℓ𝜙
𝐿  merupakan 
ruang Riesz bernorma terhadap norma (3). Selanjutnya diambil sebarang barisan 
Cauchy  𝑥
𝑝
 ⊂ ℓ𝜙
𝐿 , berarti untuk setiap bilangan asli n terdapat bilangan asli N sehingga 
untuk setiap p, q ≥ N  berlaku  𝑥
𝑝
− 𝑥
𝑞
 <
1
𝑛
.  Karena 𝜌𝑁  fungsi naik dan konveks, 
maka  
𝜌 𝑥
𝑝
− 𝑥
𝑞
 ≤
1
𝑛
𝜌  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝑞
1
𝑛
 ≤
1
𝑛
𝑢. 
Oleh karena itu untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ berlaku   𝜙 𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞 = 𝜌𝑁
𝑁
𝑘=1  𝑥
𝑝
− 𝑥
𝑞
 ≤
1
𝑛
𝑢.  
Jadi untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ berlaku 𝜙 𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞 ≤
1
𝑛
𝑢.  Karena fungsi- 𝜙 kontinu pada L, 
maka  
lim𝑝 ,𝑞→∞ 𝜙 𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞 =  𝜙  lim
𝑝 ,𝑞→∞
(𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞) ≤
1
𝑛
𝑢. 
Karena berlaku untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ maka 𝜙  lim
𝑝 ,𝑞→∞
(𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞) = 0.Akibatnya  
lim
𝑝 ,𝑞→∞
(𝑥𝑘
𝑝 − 𝑥𝑘
𝑞) = 0. Hal ini berarti  𝑥𝑘
𝑝  merupakan barisan Cauchy di L untuk L  
Banach lattice, maka ada 𝑥𝑘 ∈ 𝐿 sehingga 𝑥𝑘
𝑝 → 𝑥𝑘  untuk 𝑝 → ∞. 
Dibentuk 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝐿. Akan ditunjukkan barisan  𝑥
𝑝
  konvergen ke 𝑥 dan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 .  
Karena fungsi- 𝜙 kontinu pada L, maka 
lim𝑞→∞ 𝜌𝑁  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝑞
𝜀
 = lim
𝑞→∞
 𝜙  
𝑥𝑘
𝑝
−𝑥𝑘
𝑞
𝜀
 𝑁𝑘=1 =  𝜙  
𝑥𝑘
𝑝
−lim 𝑞→∞ 𝑥𝑘
𝑞
𝜀
 = 𝜌𝑁  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝜀
 𝑁𝑘=1 . 
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Karena lim
𝑝 ,𝑞→∞
 𝑥
𝑝
− 𝑥
𝑞
 
ℓ𝜙
𝐿 = 0, berarti untuk setiap 𝜀 > 0 ada 𝑛0 ∈ ℕ sehingga untuk 
setiap 𝑝, 𝑞 ≥ 𝑛0 berlaku   𝑥
𝑝
− 𝑥
𝑞
 
ℓ𝜙
𝐿 < 𝜀 atau 𝜌  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝑞
𝜀
 ≤ 𝑢. 
Akibatnya 
lim𝑝 ,𝑞→∞ 𝜌𝑁  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝑞
𝜀
 ≤ 𝑢 untuk setiap  𝑁 ∈ ℕ. 
Oleh karena itu 
lim
𝑝→∞
𝜌𝑁  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝜀
 = lim𝑝 ,𝑞→∞ 𝜌𝑁  
𝑥
𝑝
−𝑥
𝑞
𝜀
 ≤ 𝑢 untuk setiap  𝑁 ∈ ℕ. 
Jadi lim
𝑝→∞
 𝑥
𝑝
− 𝑥 
ℓ𝜙
𝐿 = 0, yaitu barisan barisan  𝑥
𝑝
  konvergen ke 𝑥. 
Selanjutnya akan ditunjukkan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Karena fungsi- 𝜙 konveks dan memenuhi 
kondisi-∆2 maka ada bilangan real M  > 0 sehingga berlaku  
𝜌𝑁 𝑥 = 𝜌𝑁  2 
1
2
𝑥
𝑝
+
1
2
 𝑥
𝑝
− 𝑥   ≤
𝑀
2
 𝜌𝑁 𝑥
𝑝
 + 𝜌𝑁 𝑥
𝑝
− 𝑥   
Karena 𝑥
𝑝
∈ ℓ𝜙
𝐿  maka 𝜌𝑁 𝑥
𝑝
 
    ℴ   
   𝑓 untuk suatu  𝑓 ∈ 𝐸. Akibatnya 
𝑀
2
𝜌𝑁 𝑥
𝑝
 
    ℴ   
   
𝑀
2
𝑓 
untuk suatu  
𝑀
2
𝑓 ∈ 𝐸. 
 Karena 𝜌𝑁 𝑥
𝑝
− 𝑥 ↑ di E dan 𝜌 𝑥
𝑝
− 𝑥 = 𝑆𝑢𝑝𝑁≥1 𝜌𝑁 𝑥
𝑝
− 𝑥   ada di E, maka 
𝜌𝑁 𝑥
𝑝
− 𝑥 ↑ 𝜌 𝑥
𝑝
− 𝑥 , akibatnya 
𝑀
2
𝜌𝑁 𝑥
𝑝
− 𝑥 
    ℴ   
   
𝑀
2
𝜌 𝑥
𝑝
− 𝑥 . Oleh karena itu 
𝜌𝑁 𝑥
𝑝
 
    ℴ   
   𝑔 untuk 𝑔 =
𝑀
2
𝑓 +
𝑀
2
𝜌 𝑥
𝑝
− 𝑥 ∈ 𝐸. Jadi 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . 
Jadi  ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang L-barisan Banach. Karena ℓ𝜙
𝐿  ruang Riesz bernorma 
dan bersifat lengkap maka ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang barisan Banach lattice.         ♦ 
Teorema 11 :   ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang BK. 
Bukti : Telah diperlihatkan bahwa ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang Banach terhadap norma (3). 
Akan ditunjukkan fungsi koordinat 𝑝𝑘 ∶ ℓ𝜙
𝐿  ⟶  𝐿 kontinu  ∀ 𝑘 ∈ ℕ. Diambil sebarang  
𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿   dan barisan  𝑥
𝑛
 ⊂ ℓ𝜙
𝐿  dengan lim𝑛→∞ 𝑥
𝑛
= 𝑦. Berarti untuk setiap 𝜀 > 0, 
dengan 0 < 𝜀 ≤ 1 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 
𝜌𝑁 𝑥
𝑛
− 𝑥 ≤ 𝜀𝜌𝑁  
𝑥
𝑛
−𝑥
𝜀
 ≤ 𝜀𝑢  untuk unit 𝑢 ∈ 𝐸. 
Jadi untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ dan 𝑛 ≥ 𝑛0, berlaku 𝜙 𝑥𝑘
𝑛 − 𝑦𝑘 ≤ 𝜀𝑢. Karena fungsi− 𝜙 
kontinu maka 𝜙 lim𝑛→∞ 𝑥𝑘
𝑛 − 𝑦𝑘 ≤ 𝜀𝑢 untuk setiap bilangan 𝜀 > 0. Akibatnya 
𝜙 lim𝑛→∞ 𝑥𝑘
𝑛 − 𝑦𝑘 = 0, Jadi lim𝑛→∞ 𝑥𝑘
𝑛 = 𝑦𝑘 . Dengan kata lain lim
𝑛→∞
𝑝𝑘 𝑥
𝑛
 = 𝑝𝑘 𝑦 , 
Jadi 𝑝𝑘 ∶ ℓ𝜙
𝐿  ⟶  𝐿 kontinu ℓ𝜙   
𝐿 . Jadi  ℓ𝜙   
𝐿 merupakan ruang BK.           ♦ 
Teorema 12 : Ruang ℓ𝜙   
𝐿 bersifat AK dan untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan 𝑁 ∈ ℕ berlaku 
 𝑥
𝑁
 ≤  𝑥  
Bukti : Telah diperlihatkan bahwa ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang Banach terhadap norma (3). 
Selanjutnya diambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan 𝑁 ∈ ℕ. Akan ditunjukkan 𝑥
𝑁
∈ ℓ𝜙
𝐿  dan 
 𝑥
𝑁
− 𝑥 ⟶ 0 untuk 𝑁 ⟶ ∞.  
Karena untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ, 𝑥𝑘
𝑛 =  
𝑥𝑘 ,       𝑘 ≤ 𝑁
0,       𝑘 > 𝑁 
  maka 𝜙 𝑥𝑘
𝑛 =  
𝜙 𝑥𝑘     𝑘 ≤ 𝑁  
0           𝑘 > 𝑁
 . 
Diambil sebarang 𝑀 ∈ ℕ. Jika 𝑀 ≤ 𝑁 maka 
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𝜌𝑀 𝑥
𝑁
 =  𝜙 𝑥𝑘
𝑛 =
𝑀
𝑘=1
 𝜙 𝑥𝑘 =
𝑀
𝑘=1
 𝜙 𝑥𝑘 = 𝜌𝑁 𝑥 
𝑁
𝑘=1
 
Selanjutnya jika  𝑀 > 𝑁, diperoleh 
𝜌𝑀 𝑥
𝑁
 =  𝜙 𝑥𝑘
𝑛 +
𝑁
𝑘=1
 𝜙 𝑥𝑘 =  𝜙 𝑥𝑘 = 𝜌𝑁 𝑥 
𝑁
𝑘=1
𝑀
𝑘=𝑁+1
 
Karena 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  maka ada 𝑓 ∈ 𝐸 sehingga  𝜌𝑀 𝑥
𝑁
 
      ℴ    
    𝑓. Jadi 𝑥
𝑁
∈ ℓ𝜙   
𝐿               ⋯ (4) 
Selanjutnya diambil  sebarang bilangan 𝜀 > 0, dengan 0 < 𝜀 ≤ 1, maka 
menurut sifat Archimedean ada 𝑛0 ∈ ℕ sehingga 
1
𝜀
≤ 2𝑛0 . Akibatnya untuk setiap 
𝑁 ≥ 𝑛0 berlaku 
1
𝜀
≤ 2𝑁 . Karena fungsi 𝜌𝑀  naik dan memenuhi kondisi-∆2 maka ada 
konstanta M > 0 sehingga 𝜌  
𝑥
𝑁
 −  𝑥
𝜀
 ≤ 𝑀𝑁𝜌 𝑥
𝑁
− 𝑥 . Karena 𝜌 𝑥
𝑁
− 𝑥 ∈ 𝐸 dengan 
E ruang Riesz yang memuat unit  u  maka dapat dipilih 𝜌 𝑥
𝑁
 −   𝑥 ≤
𝑢
𝑀𝑁
. Akibatnya  
𝜌  
𝑥
𝑁
 −  𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢 untuk setiap 𝑁 ≥ 𝑛0. Jadi   𝑥
𝑁
− 𝑥 ⟶ 0 untuk 𝑁 ⟶ ∞.             ⋯ (5) 
Dari hasil (4) dan (5) dapat disimpulkan bahwa ℓ𝜙   
𝐿 bersifat AK. 
Terakhir, karena 𝑥
𝑁
 ≤   𝑥  untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ dan fungsi− 𝜙 genap dan naik 
pada 𝐿+ maka 𝜌  
𝑥
𝑁
 
𝜀
 ≤  𝜌  
𝑥
𝜀
  untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Jadi  𝑥
𝑁
 ≤  𝑥  untuk setiap 
𝑁 ∈ ℕ.     ♦ 
 
2. Domain Matriks 𝓵𝝓
𝑳  𝝀  
Untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝑆𝐿, transformasi matirks Λ =  𝜆𝑛𝑘    pada 𝑥 merupakan barisan 
Λ 𝑥 =  Λ𝑛 𝑥   dengan  
Λ𝑛 𝑥 =
1
𝜆𝑛
  𝜆𝑘 − 𝜆𝑘−1 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1         (𝑛 ∈ ℕ) 
Selanjutnya didefinisikan ruang barisan berikut :  
𝓵𝝓
𝑳  𝝀 =  𝒙 ∈ 𝑺𝑳 ∶  𝚲 𝒙 =  𝚲𝒏 𝒙  ∈ 𝓵𝝓
𝑳   
dan disebut domain matriks dari matriks infinit Λ pada ℓ𝜙
𝐿 .  
Fungsi ∙ 𝜆  dari  ℓ𝜙
𝐿  𝜆  ke ℝ  didefinisikan dengan aturan sebagai berikut  
 𝑥 𝜆 = 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0 ∶  𝜌  
Λ𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢  dengan 𝜌  
Λ𝑥
𝜀
 = 𝑆𝑢𝑝𝑁≥1  𝜌𝑁  
Λ𝑥
𝜀
  . 
Teorema 13 : Fungsi ∙ 𝜆   merupakan norma pada  ℓ𝜙
𝐿   𝜆 . 
 Hubungan antara norma  ∙ 𝜆  ,  ∙ 𝐿 diberikan pada lemma berikut 
Lemma 14 : Diberikan 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . Jika  𝑥
𝑛
 
𝜆
⟶ 0  untuk n⟶∞  maka untuk setiap 
𝑘 ∈ ℕ berlaku   𝑥𝑘
𝑛 𝐿 ⟶ 0, n⟶∞   
 Lemma berikut digunakan untuk memperlihatkan bahwa ℓ𝜙
𝐿  𝜆  ruang BK.  
Lemma 15 : Diberikan matriks infinit  𝐴 =  𝑎𝑛𝑘  , jika  𝑝𝑛ο 𝐴 ∶  𝑆𝐿 ⟶ 𝐿  kontinu untuk 
setiap n dengan fungsi koordinat  𝑝𝑛 ∶  ℓ𝜙
𝐿 ⟶ 𝐿  maka transformasi matriks  
𝐴 ∶ 𝑆𝐿 ⟶ ℓ𝜙
𝐿   linear kontinu. 
Teorema 16 : ℓ𝜙
𝐿  𝜆  merupakan ruang BK terhadap norma  ∙ 𝜆 . 
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Bukti : Diambil sebarang barisan Cauchy  𝑥
𝑝
 ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 , maka Λ𝑥
𝑝
=  Λ𝑛𝑥
𝑝
  
merupakan barisan Cauchy di ℓ𝜙
𝐿 . Karena ℓ𝜙
𝐿  ruang BK maka ada 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿  sehingga 
Λ𝑥
𝑝
⟶ 𝑦  untuk 𝑝 ⟶ ∞ dan fungsi  𝑝𝑛ο Λ    𝑥 = Λ𝑛 𝑥  kontinu. Akibatnya 
Λ ∶  𝑆𝐿 ⟶ ℓ𝜙
𝐿   dengan 𝑥 ⟼ Λ𝑥  kontinu. Oleh karena itu untuk setiap barisan  𝑥
𝑝
 ⊂ 𝑆𝐿 
yang konvergen ke 𝑥 berakibat barisan  Λ𝑥
𝑝
   konvergen ke Λ𝑥. 
Jadi terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga  Λ𝑥
𝑝
− Λ𝑥 
ℓ𝜙
𝐿 < 𝜀 untuk setiap 𝑝 ≥ 𝑛0. 
Artinya 𝜌  
Λ𝑥
𝑝
−Λ𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢 untuk unit 𝑢 ∈ 𝐸. Jadi  𝑥
𝑝
− 𝑥 
𝜆
< 𝜀 untuk setiap 𝑝 ≥ 𝑛0.  
Karena Λ𝑥 = 𝑦 ∈ ℓ𝜙
𝐿   maka 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  . Jadi  ℓ𝜙
𝐿  𝜆  merupakan ruang Banach           ⋯ (6) 
Selanjutnya diambil sebarang barisan  𝑥
𝑝
 ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  dengan 𝑥
𝑝
⟶ 𝑥 di ℓ𝜙
𝐿  𝜆  untuk 
𝑝 ⟶ ∞. Akan ditunjukkan barisan  𝑝𝑛(𝑥
𝑝
)  konvergen ke 𝑝𝑛 𝑥 . 
Karena 𝑥
𝑝
⟶ 𝑥 di ℓ𝜙
𝐿  𝜆  untuk 𝑝 ⟶ ∞, berarti untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 dengan 
0 < 𝜀 ≤ 1 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga  𝑥
𝑝
− 𝑥 
𝜆
< 𝜀 untuk setiap 𝑝 ≥ 𝑛0. Jadi 
𝜌  
Λ𝑥
𝑝
−Λ𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢 untuk setiap 𝑝 ≥ 𝑛0. Maka  𝜙  
Λ𝑛 𝑥
𝑝
−Λ𝑛𝑥
𝜀
 𝑁𝑛=1 ≤ 𝜌  
Λ𝑥
𝑝
−Λ𝑥
𝜀
 ≤ 𝑢 
untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ. Jadi untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku 
𝜙 Λ𝑛𝑥
𝑝
− Λ𝑛𝑥 ≤ 𝜀𝜙  
Λ𝑛 𝑥
𝑝
−Λ𝑛𝑥
𝜀
 ≤ 𝜀𝑢. Karena 𝜀 > 0 sebarang maka  𝜙 Λ𝑛𝑥
𝑝
−
Λ𝑛𝑥=0 untuk setiap 𝑛∈ℕ.  
Jadi Λ𝑛𝑥
𝑝
− Λ𝑛𝑥 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Akibatnya  𝑥𝑛
𝑝 − 𝑥𝑛 𝐿 = 0 < 𝜀 untuk setiap 
𝑝 ≥ 𝑛0 . Ini artinya 𝑝𝑛(𝑥
𝑝
) ⟶  𝑝𝑛 𝑥  di L untuk 𝑝 ⟶ ∞. 
Oleh karena itu fungsi 𝑝𝑛 ∶  ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ⟶ 𝐿 kontinu                                                      ⋯ (7) 
Dari hasil (6) dan (7) dapat disimpulkan bahwa ℓ𝜙
𝐿  𝜆  merupakan ruang BK.        ♦ 
Berikut ini diperlihatkan isomorfisma antara  ruang  ℓ𝜙
𝐿  𝜆   dengan ruang  ℓ𝜙
𝐿 . 
Teorema 17 : Ruang barisan Banach lattice  ℓ𝜙
𝐿  𝜆  isomorfik secara isometri dengan 
ruang  barisan ℓ𝜙
𝐿 .     
Bukti : Didefinisikan operator 𝑇 ∶ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  ⟶ ℓ𝜙
𝐿  dengan aturan 𝑇𝑥 = ⋀𝑥. Jelas T 
merupakan operator linear. Selanjutnya diperoleh 
𝐾𝑒𝑟 𝑇 =  𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ∶ 𝑇𝑥 = 0ℓ𝜙𝐿
  =  𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ∶ ⋀𝑛 𝑥 = 0ℓ𝜙𝐿
  ∀𝑛 ∈ ℕ = 0. 
Dengan kata lain 𝐾𝑒𝑟 𝑇 =  0 . Ini berarti T  injektif                                                ⋯ 8                
Selanjutnya diambil sebarang 𝑦 =  𝑦𝑘 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan didefinisikan barisan 𝑥 =  𝑥𝑘 𝜆   
dengan  
𝑥𝑘 𝜆 =   −1 
𝑘−𝑗 𝜆𝑗
𝜆𝑘−𝜆𝑘−1
𝑘
𝑗=𝑘−1 𝑦𝑗  = 𝑦𝑘  −  
𝜆𝑘−1
𝜆𝑘−𝜆𝑘−1
𝑦𝑘−1 , (k ∈ ℕ) 
maka 𝑥𝑘 𝜆 ∈ 𝐿 untuk setiap k ∈ ℕ dan  ⋀𝑛 𝑥 =  𝜆𝑛𝑘  𝑥𝑘 𝜆 = 𝑦𝑛
𝑛
𝑘=1   untuk setiap 
𝑛 ∈ ℕ. Karena 𝑦 =  𝑦𝑘 ∈ ℓ𝜙
𝐿  maka 𝜌𝑁 𝑦 = 𝜌𝑁 ⋀𝑥 ⟶ 𝑓 untuk suatu 𝑓 ∈ 𝐸. 
Akibatnya ⋀𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Jadi ada 𝑥 ∈  ℓ𝜙
𝐿  𝜆  dan  ⋀𝑥 = 𝑦. Ini berarti T surjektif.         ⋯ 9  
Selanjutnya diambil sebarang 𝑥,𝑦 ∈   ℓ𝜙
𝐿  
𝜆
, diperoleh  
⋀𝑛 𝑥  ∨  𝑦 =  𝜆𝑛𝑘  𝑥𝑘 ∨ 𝑦𝑘 
𝑛
𝑘=1
=   𝜆𝑛𝑘  𝑥𝑘 
𝑛
𝑘=1
  ∨   𝜆𝑛𝑘  𝑦𝑘 
𝑛
𝑘=1
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Jadi ⋀ 𝑥  ∨  𝑦 =  ⋀𝑛 𝑥  ∨  𝑦   =  ⋀𝑥 ∨  ⋀𝑦 . Dengan cara yang sama dapat 
diperlihatkan bahwa ⋀ 𝑥  ∧  𝑦 =  ⋀𝑥 ∧  ⋀𝑦 .                                                     ⋯ 10  
Terakhir diperoleh  𝑇𝑥 𝜆 = 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 𝑜 ∶  𝜌  
⋀𝑥
𝜀
 ≤ 1 =  𝑥 𝜆                            ⋯ 11  
Menurut hasil yang diperoleh dari (8) sampai dengan (11) berarti ℓ𝜙
𝐿  𝜆  isomorfik 
secara isometri dengan  ℓ𝜙
𝐿  , jadi  teorema terbukti        ♦                                                                                 
 
3. Relasi Inklusi pada L-Ruang Barisan 
Lemma 18 : [8] Untuk sebarang barisan 𝑥 =  𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝐿 dan 𝑛 ∈ ℕ berlaku  
𝑥𝑛 − Λ𝑛 𝑥 =
1
𝜆𝑛
 𝜆𝑘−1 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 
𝑛
𝑘=1
 
Teorema 19 : Inklusi ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ⊂ ℓ𝜙
𝐿  berlaku jika dan hanya jika 𝑆 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  untuk setiap 
𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . 
Bukti  : (Syarat cukup inklusi) Diambil sebarang barisan 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 , maka menurut 
hipotesa 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Jadi 𝜌𝑁 𝑥 
    ℴ    
    𝑓 untuk suatu 𝑓 ∈ 𝐸. Perhatikan bahwa  
𝑆 𝑥 =  𝑥𝑛 − Λ𝑛 𝑥  =  𝑥𝑛 −  Λ𝑛 𝑥  = 𝑥 − Λ𝑥. 
Karena 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  maka Λ𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 , oleh karena itu ada 𝑓1 ∈ 𝐸 sehingga 𝜌𝑁 Λ𝑥 
    ℴ    
    𝑓1. 
Karena 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  maka 𝑓2 ∈ 𝐸 sehingga 𝜌𝑁 𝑥 
    ℴ    
    𝑓2. Selanjutnya karena fungsi−𝜙 
teritlak memenuhi kondisi-Δ2, naik dan bersifat konveks, maka ada bilangan M > 0 
sehingga  
𝜌𝑁 𝑆 𝑥  ≤ 𝜌𝑁  2  
1
2
 𝑥 + Λ𝑥   ≤
𝑀
2
 𝜌𝑁 𝑥 + 𝜌𝑁 Λ𝑥     
Akibatnya 𝜌𝑁 𝑆 𝑥  
    ℴ    
    𝑔  untuk 𝑔 =
𝑀
2
 𝑓1 + 𝑓2 ∈ 𝐸. Jadi 𝑆 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 , ∀ 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . 
(Syarat perlu). Diambil sebarang barisan 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 , maka Λ𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan menurut 
hipotesa  𝑆 𝑥 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . Akibatnya ada 𝑓1 ∈ 𝐸 dan 𝑓2 ∈ 𝐸 sehingga 𝜌𝑁 Λ𝑥 
    ℴ    
    𝑓1 dan 
𝑆 𝑥 
    ℴ    
    𝑓2. Karena 𝑥 = 𝑆 𝑥 + Λ𝑥 dan  fungsi−𝜙 teritlak memenuhi kondisi-Δ2, naik 
dan bersifat konveks, maka  
𝜌𝑁 𝑥 ≤ 𝜌𝑁  2  
1
2
 𝑆(𝑥) + Λ𝑥   ≤
𝑀
2
 𝜌𝑁  𝑆(𝑥 ) + 𝜌𝑁 Λ𝑥  . 
Akibatnya 𝜌𝑁 𝑥 
    ℴ    
    𝑔  untuk 𝑔 =
𝑀
2
 𝑓1 +  𝑓2 ∈ 𝐸. Ini artinya 𝑥  ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . Jadi 
berlaku inklusi ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ⊂ ℓ𝜙
𝐿          ♦ 
Untuk barisan bilangan real 𝜆 =  𝜆𝑘  dengan 0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯  dan 𝜆𝑘 → ∞ 
untuk k → ∞, berakibat 
1
𝜆1
>
1
𝜆2
> ⋯ dan 
1
𝜆𝑘
→ 0 untuk k → ∞. Berarti 
1
𝜆
=   
1
𝜆𝑛
  
merupakan barisan bilangan real turun dan untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘0 ∈ ℕ  sehingga 
untuk setiap 𝑘 ≥ 𝑘0 berlaku 
1
𝜆𝑘
< 𝜀. 
Didefinisikan barisan 𝑣 ∈ 𝑆𝐿 dengan 𝑣 =  
𝓋1
𝜆𝑘0
, 0, 0,⋯ , maka 𝜌𝑁 𝑣 =
 𝜙 𝑣𝑘 
𝑁
𝑘=1 = 𝜙  
𝓋1
𝜆𝑘0
 ≤
1
𝜆𝑘0
𝜙 𝓋1 ≤
𝛽𝑢
𝜆𝑘0
  untuk suatu konstanta  𝛽 > 0 dan u unit di 
E. 
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Jika 𝑘0 < 𝑁  maka  𝑘0 ∈  1, 2, ⋯ ,𝑁 − 1  dan 
1
𝜆𝑁
<
1
𝜆𝑘0
. Jadi ada  barisan turun  𝑦 di E 
;  
𝑦 =  
𝛽𝑢
𝜆1
,
𝛽𝑢
𝜆2
,⋯ ,
𝛽𝑢
𝜆𝑁
,⋯ . 
𝑦𝑁 ↓ di E dan  
𝛽𝑢
𝜆𝑁
⟶ 0 untuk  N → ∞. Karena 𝜌𝑁 𝑣 ≤
𝛽𝑢
𝜆𝑘0
 untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ dan 
1
𝜆𝑘0
< 𝜀 untuk setiap 𝜀 > 0 maka untuk 𝜀0 =
𝜆𝑘0
𝜆𝑁
  berlaku  
1
𝜆𝑘0
<
𝜆𝑘0
𝜆𝑁
. 
Jadi 𝜌𝑁 𝑣 ≤
𝛽𝑢
𝜆𝑘0
<
𝛽𝑢
𝜆𝑘0
.
𝜆𝑘0
𝜆𝑁
=
𝛽𝑢
𝜆𝑁
= 𝑦𝑁  untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ.  Akibatnya  𝜌𝑁 𝑣 
    ℴ    
    0𝐸 . 
Jadi 𝑣 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . 
Jika 𝑘0 > 𝑁 maka 𝑘0 ∈  𝑁 + 1,𝑁 +  2, ⋯1  dan 
1
𝜆𝑘0
<
1
𝜆𝑁
. Karena 
𝛽𝑢
𝜆1
>
𝛽𝑢
𝜆2
>  ⋯ >
 
𝛽𝑢
𝜆𝑁
> ⋯ maka  ada  𝑦𝑁 ↓ 0 di E dan 𝜌𝑁 𝑣 ≤
𝛽𝑢
𝜆𝑘0
<
𝛽𝑢
𝜆𝑁
= 𝑦𝑁  untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ. 
Akibatnya  𝜌𝑁 𝑣 
    ℴ    
    0𝐸 . Jadi 𝑣 ∈ ℓ𝜙
𝐿 . 
Karena  𝜙 Λ𝑛 𝑣  ≤  
𝜆1
𝜆𝑘0
𝜙  
1
𝜆𝑁
𝑥1 
𝑁
𝑛=1
𝑁
𝑛=1 =
𝜆1
𝜆𝑘0
 𝜙  
𝑥1
𝜆1
 + 𝜙  
𝑥2
𝜆2
 + ⋯+ 𝜙  
𝑥𝑛
𝜆𝑛
   
dan 𝜙 genap dan naik, maka  
𝜌𝑁 Λ𝑣 =  𝜙 Λ𝑛 𝑣  
𝑁
𝑛=1  ≤
𝜆1
𝜆𝑘0
 𝜙  
𝑥1
𝜆1
 + 𝜙  
𝑥2
𝜆2
 + ⋯+ 𝜙  
𝑥𝑛
𝜆𝑛
   
                               =
𝜆1
𝜆𝑘0
 𝑁𝜙  
𝑥1
𝜆𝑁
  ≤
𝜆1
𝜆𝑘0
𝛽𝑢 =
𝛽1𝑢
𝜆𝑘0
  untuk konstanta 𝛽1 = 𝜆1𝛽.  
Dengan proses yang sama dibentuk 𝑦 =  
𝛽𝑢
𝜆1
,
𝛽𝑢
𝜆2
,⋯ ,
𝛽𝑢
𝜆𝑁
,⋯ . Jadi ada 𝑦𝑁 ↓ 0 di E dan 
𝜌𝑁 Λ𝑣 ≤ 𝑦𝑁 untuk setiap 𝑁 ∈ ℕ . Berarti  𝜌𝑁 Λ𝑣 
    ℴ    
    0𝐸 . Akibatnya  Λ𝑣 ∈ ℓ𝜙
𝐿 .  
Oleh karena itu diperoleh kesimpulan  𝑣 ∈ ℓ𝜙
𝐿  dan 𝑣 ∈ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . 
Lemma 20 : Jika 𝑣 =  
𝓋1
𝜆𝑘0
, 0, 0,⋯ ∈ 𝑆𝐿 maka  ℓ𝜙
𝐿  ∩ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ≠ ∅. 
Untuk 𝑥 ∈ 𝑆𝐿 dibentuk 𝑦𝑛 = 𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ ⋯∧ 𝑥𝑛 , maka 
𝑦1
𝜆1
>
𝑦2
𝜆2
> ⋯. Katakan 
𝑧 =  
𝑦𝑛
𝜆𝑛
 , dan diperoleh teorema berikut 
Teorema 21 : Jika  𝑧 ∉ ℓ𝜙
𝐿  maka inklusi ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  tidak berlaku. 
Bukti : Jika 𝑧 ∉ ℓ𝜙
𝐿  berarti 𝜌𝑁 𝑧   tidak konvergen kesetiap 𝑓 ∈ 𝐸. Jadi untuk setiap 
𝑔𝑁 ↓ di E dengan 𝑔𝑁 ↓ 0 untuk 𝑁 → ∞, ada 𝑁0 ∈ ℕ  sehingga  𝜌𝑁0 𝑧 − 𝑓 > 𝑔𝑁0 .  
Karena 𝑣 =  
𝓋1
𝜆𝑘0
, 0, 0,⋯ ∈ ℓ𝜙
𝐿  maka 𝑣 =
𝜆1
𝜆𝑘0
 
𝓋1
𝜆1
, 0, 0,⋯ ∈ ℓ𝜙
𝐿 .  
Katakan 𝓆 =  
𝓋1
𝜆1
, 0, 0,⋯ , maka 𝜙 Λ𝑛  𝓆  = 𝜙  
𝑣1
𝜆1
 ≥ 𝜙  
𝑦𝑛
𝜆𝑛
 . Oleh karena itu 
𝜌𝑁 Λ𝓆 ≥ 𝜌𝑁 𝑧  untuk setiap  𝑁 ∈ ℕ. Akibatnya Λ𝓆 ∉ ℓ𝜙
𝐿  atau 𝓆 ∉ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . Jadi 
barisan  𝓆 =  
𝑥1
𝜆1
, 0, 0,⋯  di ℓ𝜙
𝐿   tetapi tidak di ℓ𝜙
𝐿  𝜆 .  
Dengan kata lain inklusi ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  tidak berlaku.        ♦ 
Teorema 22 : Jika inklusi ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  berlaku maka 𝑧  ∈ ℓ𝜙
𝐿  
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Bukti : Dari proses bukti lemma 21 telah diperlihatkan bahwa 𝓆 =  
𝑥1
𝜆1
, 0, 0,⋯ ∈ ℓ𝜙
𝐿  . 
Menurut hipotesa ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 , maka 
𝜌𝑁 Λ𝓆 =  𝜙 Λ𝑛 𝓆  =  𝜙  
𝑥1
𝜆1
 𝑁𝑛=1 ≥   𝜙  
𝑥𝑛
𝜆𝑛
 𝑁𝑛=1
𝑁
𝑛=1 = 𝜌𝑁 𝑧 . 
Karena 𝜌𝑁 Λ𝓅 
    ℴ    
    𝑓 untuk suatu 𝑓 ∈ 𝐸, maka 𝜌𝑁 𝑧 
    ℴ    
    𝑓. Jadi 𝑧  ∈ ℓ𝜙
𝐿          ♦ 
 
KESIMPULAN 
 
 Untuk ruang L-barisan ℓ𝜙
𝐿  berhasil diperlihatkan beberapa sifat topologinya, 
antara lain ℓ𝜙
𝐿  merupakan ruang BK terhadap norma  
 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓  𝜀 > 0 ∶  𝜌  
𝑥
𝜀
 = 𝑠𝑢𝑝𝑁≥1  𝜌𝑁  
𝑥
𝜀
  ≤ 𝑢  
dan ℓ𝜙
𝐿  bersifat AK. Dengan menggunakan sifat topologi tersebut dapat diturunkan 
bahwa ℓ𝜙
𝐿  ruang Banach lattice. 
 Selanjutnya dengan menggunakan matriks infinit Λ =  𝜆𝑛𝑘   dan ruang L-barisan 
ℓ𝜙
𝐿  dibentuk domain matriks ℓ𝜙
𝐿  𝜆 .  Pada domain matriks ini berhasil diperlihatkan 
beberapa sifat topologinya dan juga  
(i) ℓ𝜙
𝐿 ≅ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  dan isometri 
(ii) Syarat perlu dan cukup berlakunya relasi inklusi ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 . 
(iii)ℓ𝜙
𝐿  ∩ ℓ𝜙
𝐿  𝜆 ≠ ∅. 
(iv) Memperoleh fakta bahwa terdapat barisan bernilai Banach lattice sehingga inklusi 
ℓ𝜙
𝐿  ⊂ ℓ𝜙
𝐿  𝜆  tidak berlaku. 
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